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O MOTIVIMA IZUQAVAǋA MATEMATIQKOG MIXǈEǋA

U okviru kurseva metodike nastave matematike (jedan dvosemestralni kurs
– opxta metodika nastave matematike i informatike, i qetiri jednosemestral-
na kursa iz posebnih metodika – metodika nastave algebre, metodika nastave
analize, metodika nastave geometrije i metodika nastave informatike) koje stu-
denti nastavnog smijera Odsjeka za matematiku i informatiku Univerziteta u
Baǌoj Luci sluxaju u starijim godinama (3. i 4. godini studija), posebna pa¼ǌa
posve²uje se temama iz matematiqkog mixǉeǌa. U ovom qlanku, se qitalac pod-
sje²a na jedan model razvoja kreativnog matematiqkog mixǉeǌa. U tom modelu
se mogu tretirati procjene uticaja intividualne osobenosti na ustanovǉavaǌe
postojaǌa, evolucije i uqinkovitosti matematiqkog mixǉeǌa uqenika starijih
razreda opxte sredǌe xkole i/ili studenata u prve dvije godine. Sem toga,
izneseni su motivi koji bi trebalo da sna¼no motivixu zanimaǌe za ovu pro-
blematiku.

1

U danaxǌe vrijeme, kada se mnogo govori o reformama opxteg sredǌeg obra-
zovaǌa, naravno da se postavǉa pitaǌe o ciǉevima matematiqkog obrazovaǌa u
sredǌim xkolama: jedan od posebno istaknutih ciǉeva tog obrazovaǌa trebalo
bi da je razvoj matematiqkog mixǉeǌa sredǌoxkolaca. Da bi se uzelo uqex²a
u tim diskusijama trebalo bi determinisati okru¼eǌe unutar kojeg ¼elimo da
preciziramo termine i pojmove. Sasvim je prihvatǉivo da psiholozi (i peda-
gozi) terminom ,,mixǉeǌe“ ne pokrivaju isti pojam (i/ili istu grupu pojmova)
kao matematiqari. Ali, u jednom se sla¼u: mixǉeǌe je slo¼ena i mnogostrana
psihiqka djelatnost. Radi ilustracije, citira²u neke autore:

– ,,Mixǉeǌe je tragaǌe i otkrivaǌe bitno novoga“ (A. V. Bruxlinski½);

– Leontijev definixe mixǉeǌe kao vixi stepen znaǌa;

– Galperin tretira mixǉeǌe kao formu orijentirano-istra¼ivaqke djela-
tnosti;

Tekst je zamixǉen kao uvodno predavaǌe o matematiqkom mixǉeǌu unutar kursa (Opxta) me-
todika nastave matematike koji sluxaju studenti qetvrte godine Prirodno-matematiqkog fakulteta
u Baǌoj Luci.
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– ,,Mixǉeǌe je posredovaǌe zasnovano na razotkrivaǌu veza, relacija i
posrednosti i uopxteno poznavaǌe objektivne realnosti“ (S. L. Rubinxtajn i
N. B. Xirjajeva).

U zavisnosti od platformi posmatraǌa mixǉeǌa, mo¼emo govoriti o je-
dnom ili nekom drugom ǌegovom vidu ispoǉavaǌa. Ako se analizira karakter
rjexavaǌa zadataka usmjerenih ka praksi i/ili teorijskom poznavaǌu nekih po-
java (i problema) mo¼emo govoriti o teorijskom i/ili praktiqnom mixǉeǌu.
Po stepenu noviteta, po karakteru rezultata mo¼emo smatrati da imamo posla
sa reproduktivnim i/ili produktivnim mixǉeǌem. Ako vrximo klasifikaciju
po predmetnim sadr¼ajima, tada govorimo o matematiqkom, poetskom i/ili soci-
jalnom mixǉeǌu. Po fizioloxkim specifiqnostima mozga: mixǉeǌe svojstveno
desnoj polusferi mozga (emocionalno i/ili slikovito) mixǉeǌe, dok mixǉeǌe
svojstveno lijevoj polusferi mozga tretiramo kao logiqko mixǉeǌe.

Analiziraju²i pojam mixǉeǌa (generalno kao pojam) prirodno se postavǉa
pitaǌe o specifiqnostima mixǉeǌa osoba u procesu edukacije. Nas posebno in-
teresuje da li postoje i xta su to osobne karakteristike mixǉeǌa osoba koje
se obrazuju u procesu edukacije (u daǉem ²emo ih oznaqavati terminom uqe-
nici/studenti) u specifiqnim uslovima matematiqkog obrazovaǌa. Precizni-
je, zainteresovani smo da sna¼nije osvijetlimo pojam koji se pokriva terminom
,,matematiqko mixǉeǌe“.

Dakle, u postupku analiziraǌa i rjexavaǌa matematiqkih zadataka (u okvi-
rima neke matematiqke teorije) sigurno je da se odvija svojstven i poseban mi-
saoni proces sa specifiqnim karakteristikama. Zanima nas da li postoje ka-
rakteristike tog misaonog procesa koje ga znatno razdvajaju od misaonih pro-
cesa pri uqeniqkim aktivnostima u drugim xkolskim predmetima. Dakle, prvo
se postavǉa pitaǌe o postojaǌu takvog psiholoxkog fenomena specifiqnog pri
misaonim radǌama u analiziraǌu i rjexavaǌu matematiqkih specifiqnosti, a
drugo, ako takav fenomen postoji, pokuxati ga determinisati izuqavaju²i ǌego-
ve specifiqnosti a potom uqiniti napor ka formiraǌu teorije kojom bi bila
pokrivana ta specifiqnost. Znaqajan broj matematiqara, koji se bave ovim poj-
mom, iznosi tvrdǌe da u psiholoxkoj literaturi nema jednoznaqnog definisaǌa
pomenutih pojava te da je taj entitet – matematiqko mixǉeǌe – nedovoǉno izu-
qen i da istra¼ivaǌe matematiqkog mixǉeǌa jeste aktuelni predmet savremene
(matematiqke) nauke.

Potreba za izuqavaǌem ovih posebnosti povezana je sa naraslim potrebama
druxtva koje bi uskoro trebalo da se uhvati u koxtac sa potrebama savladavaǌa
problema iskazanih paradigmom savremenog matematiqkog obrazovaǌa. Pojam po-
kriven terminom ,,matematiqko mixǉeǌe“, u ranije vrijeme bio je sporadiqno
pomiǌan u matematiqkoj literaturi: kao primjeri koji potvr±uju ovdje izneseno
mixǉeǌe mogu poslu¼iti radovi Poenkarea ,,Matematiqko stvaraǌe“, Helmhol-
ca ,,Kako dolaze nove ideje“ ili Xafareviqevo ,,Matematiqko mixǉeǌe i pri-
roda“. Budu²i da su pomenuti autori bili znaqajni matematiqari, opravdano je
pretpostaviti da je svaki od ǌih pri izuqavaǌu pomenutog pitaǌa unio znatan
dio svojih liqnih zapa¼aǌa kako iz vlastitog tako i iz iskustva kolega matema-
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tiqara sa kojima su svojevremeno radili. Jox je Rauxenbah isticao da proces
tragaǌa za rjexeǌima logiqkih zadataka pri analizi i rjexavaǌu matematiqkih
problema sna¼no privlaqi pa¼ǌu istra¼ivaqa. Me±utim, prema mixǉeǌu Xir-
jajeve, izuqavaǌe te psihiqke strane ǉudske djelatnosti jox uvijek je u stadiju
nagomilavaǌa saznaǌa i uoqenih pojava. Podsjetimo da je Poenkare procjenio
da je ,,geneza matematiqkog stvaralaxtva problem koji izaziva znaqajan interes
psihologa“. Qini se da nije jasno da li, u tim procesima, qovjeqiji um imitira
procese okru¼uju²eg Svemira i/ili obavǉa aktivnosti sam po sebi i nad samim
sobom. Zato, izuqavaju²i proces matematiqkog mixǉeǌa (sa posebnim osvrtima
na ve² razluqene posebnosti: algebarsko mixǉeǌe, geometrijsko mixǉeǌe, sta-
tistiqko mixǉeǌe, . . . ) qovjeqanstvo se mo¼e nadati da ²e bar malo produbiti
neke bitnosti u qovjeqijem saznaǌu.

2

U prvoj aproksimaciji (dakle, dosta neprecizno) mo¼e se kazati da je ma-
tematiqko mixǉeǌe jedan od oblika mixǉeǌa usmjerenih ka rjexavaǌu matema-
tiqkih problema i zadataka xto se karakterixe iskorixtavaǌem matematiqkih
simbola, pojmova i pravila. Misaona djelatnost transformixe individualnu
osobenost uqenika/studenata i, naravno, zauzima znaqajno mjesto u grupi psiho-
loxkih djelatnosti u toj populaciji. Kognitivne i psihofiziqke promjene kod
mladih kao i ǌihovo usavrxavaǌe i proxirivaǌa treba izuqavati u vezi sa
matematiqkim obrazovaǌem kao okru¼eǌem. Sasvim opravdano je postaviti pi-
taǌe: da li postoje, i kako to ustanoviti, posebne karakteristike mixǉeǌa koje
nam daju osnovu da se koristimo sintagmom ,,matematiqko mixǉeǌe“? Da li,
budu²i da je opxteprihva²eno da postoji (vrlo slo¼eni) entitet ,,matematiqko
mixǉeǌe“, postoje i neke specifiqnosti tog mixǉeǌa koje proizlaze iz osobe-
nosti matematiqke oblasti koja se izuqava: da li postoje posebnosti kao xto su,
na primjer: algebarsko mixǉeǌe, geometrijsko mixǉeǌe, statistiqko mixǉeǌe,
i neka druga?

Okru�eǌe 1 (matematiqka analiza). Pretpostavimo da smo u radnoj si-
tuaciji kada uqenicima/studentima treba objasniti sliqnosti i razlike iz-
me±u ure±enog poǉa (Q,=, +, 0, ·, 1, 6) racionalnih brojeva i ure±enog poǉa
(R, =,+, 0, ·, 1,6) realnih brojeva. Kako treba postupiti da se planirani ciǉ
– usvajaǌe slo¼enog pojma realnog broja kao individualnosti i skupa realnih
brojeva kao kolektiviteta – predaje tako da se kod sluxalaca obave misaone
radǌe koje bi trebalo da formiraju znaǌa o tim pojmovima.

Kako je to uobiqajeno u nastavnoj praksi, poqiǌe se da tvrdǌom o postojaǌu
entiteta kao xto je dijagonala kvadrata qije su stranice jednake jednoj jedini-
ci. U stvari, izvodi se dokaz da korjen broja 2 nije racionalan broj. Dakle,
oslaǌamo se na skupinu znaǌa o poǉu racionalnih brojeva da bismo dokazali
tvrdǌu (∃r)¬(r ∈ Q). Budu²i da objekt koji egzistira mora negdje biti, a ako
nije u domenu Q, potpuno je prihvatǉivo postojaǌe entiteta Ir – skupa koji
sadr¼i takve objekte – skupa iracionalnih brojeva. Potom se objaxǌava spe-
cijalno svojstvo kojim razlikujemo skupove Q i R ( = Q ∪ Ir, koji nazivamo
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skup realnih brojeva): dok u skupu Q postoje ograniqeni podskupovi koji nemaju
supremum, za skup R iznosimo tvrdǌu da svaki odozgo ograniqen podskup mora u
R imati supremum.

Pretpostavimo sada da je pojam ure±enog poǉa realnih brojeva prihva²en
od sluxalaca i da treba uvesti pojam neprekidnosti funkcije f : R → R u taqki
x na intervalu i/ili segmentu. Sasvim opravdano je postaviti pitaǌe xta se
dexava u ǉudskom mozgu kada vidi definiciju:

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε, x) > 0)(∀t ∈ Dom f)(|t− x| < δ ⇒ |f(t)− f(x)| < ε) ?

Okru�eǌe 2 (Euklidova geometrija). Uz pretpostavku da su sluxaoci pri-
hvatili apriorne tvrdǌe o pojmovima ,,taqka“, ,,prava“, ,,ravan“, ,,incidentno“,
,,izme±u“ i da pristupamo uvo±eǌu posledǌe aksiome – aksiome o paralelnim
pravim, ,,Za datu taqku A i datu pravu p u ravni α postoji jedna i samo je-
dna prava q u toj ravni, incidentna sa datom taqkom A a koja nema zajedniqkih
taqaka sa datom pravom p (tj. paralelna je sa ǌom)“, sasvim opravdano je po-
staviti pitaǌe o vaǉanosti posledǌe aksiome: da li je to logiqka istina ili
nije? Da li ta tvrdǌa pokriva neku realnost Svemira ili ne? Xta se dexava u
mozgu sredǌoxkolca/studenta kada dobije informaciju da se prethodna tvrdǌa
prihvata bez dokaza i da, strogo govore²i, qak i ǌena negacija nije logiqki
protivrjeqna sa prethodno iznesenim aksiomama Euklidove geometrije?

Okru�eǌe 3 (Algebra). Kako stariji uqenici/mla±i studenti shvata-
ju pojmove osnovnih algebarskih struktura kao xto su ,,grupoid“, ,,monoid“,
,,polugrupa“ i tome sliqno? Xta za ǌih znaqi definicija unutraxǌe binarne
operacije iskazane na sǉede²i naqin: ,,Unutraxǌa binarna operacija na skupu
S je totalna funkcija w : S × S → S“? Kako prihvataju sǉede²e definicije:

(1) Grupoid (S,w) je ure±eni par nepraznog skupa S i unutraxǌe binarne
operacije w;

(2) Operacija w na S je asocijativna ako i samo ako je sǉede²a formula
vaǉana (∀x, y, z ∈ S)(w(x,w(y, z)) = w(w(x, y), z)); i

(3) Za asocijativan grupoid ka¼emo da je polugrupa?

Okru�eǌe 4 (matematiqka logika). Sada ako, za bilo koji fiksirani jezik
prvog reda, ¼elimo da formiramo listu logiqkih aksioma i pravila izvo±eǌa,
mo¼emo se poslu¼iti tekstom ovog autora ,,Xta je matematiqka logika“, Zbornik
prirodno-matematiqkih nauka, JUKZ, Baǌa Luka, V (8–9) 2005, 35–74.

U shemama L1–L11 B, C i D su formule.

,,Definicija“ veze implikacija:

L1: B ⇒ (C ⇒ B) (xta ovo znaqi?);

L2: (B ⇒ (C ⇒ D)) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ (B ⇒ D)) (xta ovo znaqi?).

,,Definicija“ ∧-veza:

L3: B ∧ C ⇒ B (xta ovo znaqi?);

L4: B ∧ C ⇒ C (xta ovo znaqi?);



O motivima izuqavaǌa matematiqkog mixǉeǌa 5

L5: B ⇒ (C ⇒ B ∧ C) (xta ovo znaqi?).

,,Definicija“ (non-ekskluzivne) disjunkcije (∨-veze):

L6: B ⇒ B ∨ C (xta ovo znaqi?);

L7: C ⇒ B ∨ C (xta ovo znaqi?);

L8: (B ⇒ D) ⇒ ((C ⇒ D) ⇒ (B ∨ C ⇒ D)) (xta ovo znaqi?).

,,Definicija“ ¬-veze:

L9: (B ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ ¬C) ⇒ ¬B) (xta ovo znaqi?);

L10: ¬B ⇒ (B ⇒ C) (xta ovo znaqi?).

Zakon iskǉuqeǌa tre²eg (Tertium non datur):
L11: B ∨ ¬B (xta ovo znaqi?).

Gorǌih 11 shema (plus Modus Ponens kao pravilo izvo±eǌa) predstavǉa
Klasiqnu logiku propozicija.

U sǉede²im shemama L12, L13, F je po voǉi uzeta formula, t je term takav
da je zamjena F (x/t) dopustiva:

L12: (∀x)F (x) ⇒ F (t) (specijalno: (∀x)F (x) ⇒ F (x), xta ovo znaqi?),

L13: F (t) ⇒ (∃x)F (x) (posebno: F (x) ⇒ (∃x)F (x), xta ovo znaqi?).

U sǉede²im shemama L14, L15, F je po voǉi uzeta formula, a G je formula
u kojoj nema slobodnih pojavǉivaǌa varijable x:

L14: (∀x)(G ⇒ F (x)) ⇒ (G ⇒ (∀x)F (x)) (xta ovo znaqi?);

L15: (∀x)(F (x) ⇒ G) ⇒ ((∃x)F (x) ⇒ G) (xta ovo znaqi?).

U sǉede²im pravilima zakǉuqivaǌa, B, C i F su formule.

Modus Ponens (MP): B ⇒ C, B ` C (xta ovo znaqi?);

Generalizacija (Gen): F (x) ` (∀x)F (x) (xta ovo znaqi?).

Ova lista aksioma i pravila zakǉuqivaǌa predstavǉa tzv. Klasiqnu pre-
dikatsku logiku. Da li se, qitaju²i ove aksiome, i kako formira kod sluxalaca
znaǌe povezano sa ovim aksiomatskim sistemom?

3

Prihvataǌe tvrdǌi ameriqkog neurologa Sperija (iz 1981. godine) o asi-
metriji ǉudskog mozga sna¼no je uticalo na matematiqko obrazovaǌe. Mate-
matiqka edukacija mora u skladu sa prethodnim iskorixtavati rezultate tog
istra¼ivaǌa. A. G. Mordkoviq je, u tom ciǉu, formulisao dva slogana: ,,Maǌe
skolastike, maǌe formalizacija, maǌe egzaktnih modela, maǌe oslaǌaǌa na li-
jevu polusferu mozga1. Vixe geometrijskih ilustracija, vixe aproksimacija,
vixe plauzibilnih razmatraǌa, vixe ’mekih’ modela i vixe oslaǌaǌa na de-
snu stranu mozga!“ Dakle, postavǉa se pitaǌe kako izbalansirati matematiqko
obrazovaǌe tako da se ono ravnomjerno oslaǌa na sposobnosti obje strane mozga.

1 Dokazano je da je lijeva strana mozga zadu¼ena za verbalno-simboliqke funkcije, dok je desna
strana specijalizovana za prostorno-sintetiqke operacije.
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Qak se poqeo pojavǉivati i termin ,,vizuelno mixǉeǌe“, tj. mixǉeǌe koje se
ostvaruje posredstvom vizuelnih operacija2.

Savremena psiholoxko-pedagoxka istra¼ivaǌa probleme formiraǌa i raz-
voja vizuelnog mixǉeǌa uqenika/studenata koncentrixu oko sǉede²ih pitaǌa:
operacije i zakonomjernosti neverbalnog mixǉeǌa, problemi vizuelnih percep-
cija, mehanizmi i karakteristiqne osobenosti vizuelnog mixǉeǌa, dinamika
formiraǌa matematiqkih odraza, problemi vezani za prenoxeǌe informacija
i prepoznavaǌem signala i slika, psihofizioloxki mehanizmi opa¼aǌa domi-
nantnih i subdominantnih pojava u lijevoj strani mozga i tome sliqno.

4

Razmotrimo osobenosti razvoja mixǉeǌa kod uqenika starijih razreda opx-
teobrazovne sredǌe xkole i/ili mla±ih studenata.

U ǌihovim uzrastima burno se razvija proces spoznajnog razvoja. Oni mogu
logiqki misliti, tj. mogu se zanimati teorijskim razmatraǌima. Va¼na spe-
cifiqnost ǌihovog uzrasta je sposobnost barataǌa hipotezama. Ve² u stari-
jim razredima sredǌe xkole uqenici su sposobni da usvajaju nauqne pojmove,
da ovladavaju sposobnistima iskorixtavaǌa tih naukpǉenih znaǌa u prostupku
rjexavaǌa qak i zahtjevnih zadataka. ǋihov uzrast je sposoban shvatati logiq-
ke izjave, ovladati tehnologijama dokaza qak i shvatati neophodnosti postojaǌa
sistema dokaza. U skladu sa sna¼eǌem kognitivnih sposobnosti i neprekidnim
profiliraǌem kognitivnih ravni, prihvataju²i i ovladavaju²i umje²ima samo-
kontrole i samoregulacije, oni su u staǌu da prihvataju posebnosti drugaqijeg
mixǉeǌa ali i da prave ekstenzije tih ,,tu±ih“ stavova. Nije rijedak sluqaj
da osobe u tim uzrastima, postaju²i svjesni sami sebe u potpunosti, mogu da
misaono formiraju stavove te da ih jeziqki dobro iska¼u. Jasno je da samosv-
jest o svojstvenoj posebnosti uqenika/studenta nalazi svoj izraz u sposobnosti
mjeǌaǌa motivacija osnovnih oblika djelatnosti. Posebno, opxte je prihva²eno
da su na interesnoj i intelektualno-izazovnoj ravni i/ili u takvim djelatno-
stima, uqenici/studenti u mogu²nosti da postignu visoku koncentraciju, qak i
u sluqajevima prisustva dugotrajnih digresija u tim aktivnostima.

Materija koja se u tim uzrastima izuqava, u naqelu, otvara mogu²nost
(samo)dokazivaǌa sebi i drugima da su u mogu²nosti da slo¼en materijal na
vixoj logiqkoj ravni prihvate te da izgra±uju konstrukcije kojima provjeravaju
svoje i/ili tu±e hipoteze. U mogu²nosti su da ne samo formiraju svoje hipote-
ze, ve² vixe alternativnih sistema, te da ih kako me±usobno tako i sa drugim
koncepcijama upore±uju, xto im omogu²ava prihvataǌe i razumjevaǌe vaǉanosti
vixe logiqkih mogu²nosti pri rjexavaǌu problema i/ili zadataka.

Dostupna literatura iz psihologije dozvoǉava formiraǌe ulaznih stavova
o (matematiqkom) mixǉeǌu uqenika/studenata:

2 Zinqenko i Vergiles definixu vizuelno mixǉeǌe kao ǉudsku djelatnost qiji su produkti
generisaǌe novih obrazaca, izgradǌa novih vizuelnih formi koje nose smisaone sadr¼aje i qine
znaǌe vidǉivim
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– uqenik/student razmixǉa u kategorijama pojmova;

– prisutna je sposobnost teorijskog mixǉeǌa;

– prisutna je sposobnost prihvataǌa pa qak i razvijaǌa tu±ih mixǉeǌa uz
mogu²nost ǌihovog kompariraǌa;

– uqenik/student je sposoban da razmixǉa o svojim misaonim procesima;

– smatra se da postoje nagovjextaji o prisutnosti sposobnosti prihvataǌa ka-
ko tu±eg tako i svog mixǉeǌa kao saznajne kategorije (bez vaǌske prinude);

– kod ǌihovog razmixǉaǌa znaqajnu ulogu igra motivacija;

– smatra se da kod ǌih postoji sposobnost formiraǌa stilova mixǉeǌa;

– prihvata se tvr±eǌe da su uqenici/studenti sposobni da procjeǌuju tu±u
uspjexnost (a ponekad i svoju) uz uvi±aǌe propusta i/ili grexaka koje pri
tome prave.

Zamislimo, radi ilustracije, sǉede²u radnu situaciju. Unutar kursa (opx-
te) algebre obra±uju se pojmovi ,,relacija ekvivalencije“, ,,relacija kongruen-
cije“, ,,ure±eǌe“ i ,,kvazi-ure±eǌe“, definisani na sǉede²i naqin:

(4) Za relaciju ρ ⊆ S × S ka¼emo da je relacija ekvivalencije na skupu S
ako i samo ako vrijedi:

= ⊆ ρ, ρ ⊆ ρ−1, ρ ◦ ρ ⊆ ρ.

(5) Relacija ekvivalencije ρ na polugrupi (S, ·) je relacija kongruencije
ako i samo ako vrijedi:

(∀a, b, x ∈ S)((a, b) ∈ ρ ⇒ (ax, bx) ∈ ρ) ∧ ((a, b) ∈ ρ ⇒ (xa, xb) ∈ ρ)).

(6) Za relaciju σ na polugrupi (S, ·) ka¼emo da je kvazi-ure�eǌe na (S, ·)
ako i samo ako vrijedi

=⊆ σ, σ ◦ σ ⊆ σ i

(∀a, b, x ∈ S)((a, b) ∈ σ ⇒ (ax, bx) ∈ σ) ∧ ((a, b) ∈ σ ⇒ (xa, xb) ∈ σ)).

Za kvazi-ure±eǌe σ ka¼emo da je ure�eǌe ako je antisimetriqno, tj. ako vrijedi
σ ∩ σ−1 ⊆=.

Sasvim opravdano je postaviti pitaǌa o prihvataǌu/razumjevaǌu sǉede²ih
tvrdǌi:

Tvrdǌa 1. Ako je relacija σ kvazi-ure±eǌa na polugrupi (S, ·), tada je
ρ = σ ∩ σ−1 relacija kongruencije na (S, ·).

Tvrdǌa 2. Da bi relacija θ bila relacija ure±eǌa kompatibilna sa opa-
racijom ’∗’ na faktor-polugrupi (S/ρ, ∗) potrebno je i dovoǉno da na polugrupi
(S, ·) postoji kvazi-ure±eǌe σ takvo da je ρ = σ ∩ σ−1.

Koje psiholoxke aktivnosti se manifestuju pri analiziraǌu prethodno iz-
nesenih tvrdǌi? Kakve procedure razmixǉaǌa se u takvim sluqajevima obav-
ǉaju? Koje istine se iznose u prethodnim tvrdǌama?
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Postoji mogu²nost da se o mixǉeǌu uqenika/studenata izra¼avamo kao o
posrednom i uopxtenom saznavaǌu objektivne realnosti ukomponovaǌem tog sa-
znaǌa kako u ǌegov psiholoxki ¼ivot tako i u ǌegovu specifiqnu osobenost u
tom uzrastu. Ono je kao i pomenuti procesi, po mixǉeǌu znaqajnog broja is-
tra¼ivaqa matematiqkog mixǉeǌa, odre±eno osobenim karakteristikama svakog
pojedinog uqenika/studenta. Sǉede²a ilustracija, preuzeta iz literature (iz
disertacije N. V. Xirjajeve), trebalo bi da predstavǉa vizualizaciju pomenu-
tih odnosa.

Kao model procesa determinacije matematiqkog mixǉeǌa izabran je pra-
vilni tetraedar. Taj model je, naravno, uslovan, i samo demonstrira naxe
vi±eǌe razvoja matematiqkog mixǉeǌa kao rezultat me±udjelovaǌa razliqitih
me±usobno komplementarnih komponenata. Trebalo bi da ovaj model sugerixe
tip konekcija izme±u izuqavanih objekata, ǌihovu prostorno-vremenske kompra-
tibilnost sa elementima sredine u kojoj se posmatra, kao i razvoj ǌihovih funk-
cionalnih svojstava i procesa.

Determinantne osobenosti liqnosti koje, smatra se, znaqajno utiqu na pro-
ces razvoja matematiqkog mixǉeǌa kod individue su liqne osobenosti kao xto
su intuicija, logika, osje²aj za estetiku, samokontrola, sposobnost kritiqke
analize, i, xto treba posebno ista²i, izgra±en stav o uva¼avaǌu sposobnosti
izgradǌe konstrukcija. Na to se, u nekom smislu, odnose matematiqka znaǌa
i vjextine pri qemu se pojavǉuju takvi psihiqki procesi kao xto su pam²eǌe,
imaginacija, pa¼ǌa. Ne rijetko se tvrdi da su za psihodijagnostiku matematiq-
kog mixǉeǌa znaqajni Torenskov test3, TIPS-test, ekspertska procjena kao i
sadr¼ajna analiza pismenih radova uqenika/studenata.

3 U psiholoxkoj praksi Torenskov test se prihvata kao validni standardizovani instrument
koji omogu²ava procjeǌivaǌe znaqajnog broja karakteristika kreativnog mixǉeǌa kao i procjenu
graditeǉskih sposobnosti liqnosti.



O motivima izuqavaǌa matematiqkog mixǉeǌa 9

5

U Hilbertovom qlanku ,,Aksiomatsko mixǉeǌe“ analizira se aksiomatski
metod istra¼ivaǌa, koji, po ǌegovom mixǉeǌu, jeste vrlo znaqajan metod u mate-
matici. Sakupivxi fakte neke oblasti znaǌa mo¼emo ih, me±usobno komparira-
ju²i, organizovati kao ure±eni domen tog znaǌa. Taj ure±eni skup, naravno, for-
mira okosnicu-kostur (ili, preciznije, ure±eni graf) pojmova te domene znaǌa.
Jasno je da unutraxǌi odnosi u tom grafu moraju dozvoǉavati kako interpola-
cije tako i ekstrapolacije kostura a da se pri tome mora saquvati (ili qak i
profiniti) ure±enost u toj konstrukciji. Dakle, ure±eni skup takvih entite-
ta nam omogu²ava da se za svaki objekat tog domena znaǌa u grafu mo¼e na²i
pojam (ili grupa pojmova) koji mu odgovaraju, dok se za svaki fakt o objektima
te oblasti znaǌa u izgra±enoj okosnici-kosturu mo¼e na²i logiqna veza me±u
pojmovima.

Dakle, na specifiqan naqin, geometrijski fakti saqiǌavaju geometriju,
aritmetiqki – teoriju brojeva, i daǉe u tom smislu. U osnovi tog ure±enog
grafa le¼e osnovni pojmovi i osnovne tvrdǌe (aksiome) koje daju logiqke veze
me±u osnovnim pojmovima. Naravno da se podrazumjeva da postoje pravila kako
se izgra±uje taj kostur (koja nazivamo pravilima izvo±eǌa) koje mo¼emo prim-
jeǌivati u daǉoj izgradǌi tog ure±enog domena znaǌa. Daǉi razvoj date oblasti
znaǌa dobija se posredstvom novih logiqkih konstrukcija (ekstrapolacija gra-
fa) od ve² izgra±enih podgafova; upotpuǌavaǌem veza unutar ve² izgra±enih
qvorova i linija u ure±enom grafu (interpolacija); pronala¼eǌem novih (lo-
giqkih) veza izme±u terma ve² izgra±enog grafa znaǌa i ǌihovo preciziraǌe
u kategorijama te oblasti; pronala¼eǌem i opisivaǌem mogu²nosti povezivaǌa
ranije izgra±enih dijelova okosnice-kostura ovog domena za koje do tada nismo
uoqavali te veze; razmatraǌem okru¼eǌa u kojem se taj domen znaǌa tretira;
razmatraǌem datog domena znaǌa promjenom okru¼eǌa i/ili uspostavǉaǌe veza
proxireǌem okru¼eǌa; . . . Takva teorija mora udovoǉavati sǉede²im zahtjevi-
ma: prvo, mora se mo²i prosu±ivati o zavisnosti i/ili nezavisnosti aksioma,
i drugo, mora se garantovati neprotivrjeqnost skupa aksioma.

Kao jedan primjer sistema prvog reda mo¼e poslu¼iti Peanova aritmetika
prvog reda. Jezik prvog reda sistema S je determinisan na sǉede²i naqin:

1. Postoji samo jedna konstanta ’0’.

2. Postoje tri funkcijska slova, f1, f2
1 , f2

2 , ali umjesto da pixemo f1(τ) pi-
sa²emo τ ′, umjesto da pixemo f2

1 (τ, µ) pisa²emo (τ +µ), i umjesto da pixemo
f2
2 (τ, µ) pisa²emo (τ · µ).

3. Postoji samo jedan predikatski simbol A2
1, ali umjesto da pixemo A2

1(τ, µ)
pisa²emo τ = µ.

Pravi ili nelogiqki aksiomi sistema S su:

S1. (∀x)(x = x)
S2. (∀x)(∀y)(x = y ⇒ y = x)
S3. (∀x)(∀y)(∀z)(x = y ∧ y = z ⇒ x = z)
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S4. (∀x)(∀y)(x = y ⇒ x′ = y′)
S5. (∀x1)(∀x2)(∀y1)(∀y2)((x1 = x2 ∧ y1 = y2) ⇒ (x1 + y1) = (x2 + y2)∧ (x1 ·

y1) = (x2 · y2))
S6. (∀x)(x′ 6= 0)
S7. (∀x)(∀y)(x′ = y′ ⇒ x = y)
S8. (∀x)((x + 0) = x)
S9. (∀x)(∀y)((x + y′) = (x + y)′)
S10. (∀x)((x · 0) = 0)
S11. (∀x)(∀y)((x · y′) = ((x · y) + x))
S12. (α(0) ∧ (∀x)(α(x) ⇒ α(x′))) ⇒ (∀x)α(x).
Napomenimo da budu²i da je S12 shema-aksiom (nije jedan aksiom), to sistem

S ima beskonaqno mnogo pravih aksioma. Interpretacija za S kojoj te¼imo,
nazvana standardnom interpretacijom, jeste sǉede²a:

1. Domen kvantifikacija D je skup prirodnih brojeva {0, 1, 2, . . . }.
2. Konstantu ’0’ uzimamo za nulu.

3. Ekstenzija za ’=’ je relacija identiteta me±u prirodnim brojevima.

4. Funkcije oznaqene sa ’′’, ’+’ i ’·’ su respektivno pridru¼ene funkcijama
sukcesor, adicija i multiplikacija.

Problematika matematiqkih sposobnosti u psihologiji predstavǉa xiroko
poǉe za istra¼ivaqe. Zbog znaqajnih neuskla±enosti me±u razliqitim tenden-
cijama u psihologiji a tako±e i unutar tih tendencija jox uvijek ne mo¼e bi-
ti rijeqi o egzaktnom i strogom poimaǌu sadr¼aja ovih pojmova. Razmatraǌa
mnogih autora na temu matematiqke sposbnosti/matematiqko mixǉeǌe nedvojbe-
no ukazuju na znaqajnu nedovrxenost formiraǌa opxte teorije o ovim pojavama
vezanim za matematiqko obrazovaǌe. Istovremeno, sva ta istra¼ivaǌa sna¼no
sugerixu o postojaǌu visoke zainteresovanosti nauqne zajednice ka razumjevaǌu
psiholoxkih osobenosti pri uqeǌu/poduqavaǌu matematike i aktivnosti u tim
oblastima.

Praktiqni znaqaj takvih istra¼ivaǌa je oqigledan. Budu²i da matematiqko
obrazovaǌe igra jednu od znaqajnijih uloga u opxteobrazovnom sistemu, aktiv-
nosti druxtvene zajednice usmjerene u poboǉxaǌu tog obrazovaǌa kroz primjenu
efektivnijih tehnologija zasnovanih na savremenim istra¼ivaǌima matematiq-
kog mixǉeǌa naravno da su od interesa i za druxtvo i za svakog pojedinog
realizatora nastave matematike na bilo kojem nivou.

Na kraju podsjetimo qitaoca o postojaǌu asocijacije The International Gro-
up for the Psychology of Mathematics Education formirane 1976. godine na konfe-
renciji The Third International Congress on Mathematical Education (ICME-3)
u Karlsrueu (Nemaqka), u saradǌi sa The International Commission for Mathe-
matical Instruction (ICMI). Glavni ciǉevi ove asocijacije su:

– promocija me±unarodnih kontakata i razmjena nauqnih informacija o rezul-
tatima istra¼ivaǌa o psihologiji matematiqkog obrazovaǌa;
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– promocija i podsticaj interdisciplinarnih istra¼ivaǌa u dodirnim obla-
stima kroz saradǌa psihologa, matematiqara i nastavnika matematike;

– dubǉe i boǉe razumjevaǌe psiholoxkih aspekata uqeǌa i poduqavaǌa mate-
matike kao i implikacije tih aspekata.

Sem toga, podsje²amo qitaoca da su aktivnosti Ciǉnih grupa 5, 6 i 7 unutar
aktivnosti asocijacije ERME (European Assiciation for Research in Mathematics
Education), posve²ene matematiqkom mixǉeǌu i uqeǌu kao kognitivnom procesu.

Ove posledǌe napomene o aktivnostima asocijacija PME i ERME sugerixu
postojaǌu znaqajnih izvora nauqnih istra¼ivaǌa o osobenostima matematiqkog
(pa tako i algebarskog, geometrijskog, stohastiqkog, . . . ) mixǉeǌa.
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